加重相乗平均の加重相加平均による近似 : 関数電卓なしに実効為替レートは近似計算可能か by 小川 健
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関数電卓を必要としていた。また、非整数の指数乗を扱う指数関数は、平成 21 年 11 月の高校
数学の学習指導要領解説（平成 24 年 6 月更新版）において数 II に組み入れられている（詳し








 近年、自然対数の線形近似、つまりݔ ؒ 0での 
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効数字の議論を行う。第 4 節・第 5 節ではこの応用例として実効為替レートや平均上昇率の近
似計算を取り上げる。この近似公式を入れることで、ずれが殆どないのに手計算ないし通常の











































































例えば、ݐ期の資本ܭ௧、労働ܮ௧から生産量 ௧ܻが次の生産関数 ௧ܻ ൌ ܭ௧଴.ଶ଻଻ܮ௧଴.଻ଶଷで決まるとする。
ݐ െ 1期からݐ期に移るにつれて、資本ܭ௧、労働ܮ௧がそれぞれ 123ฺ124、659ฺ665 へと変化した













本質的には多変数関数としての加重相乗平均をݔ௜ ൌ 1の周りでテイラー展開し、2 次以上の項
を省略する線形近似 




ؒ 1 ൅෍቎ቌܽ௜ · 1௔೔ିଵෑ1௔ೕ
௝ஷ௜













































































    
 今回の近似公式は自然対数による線形近似、つまりݔ ؒ 0におけるlnሺ1 ൅ ݔሻ ؒ ݔを利用して示
せる。そのため、この線形近似が有効数字上も妥当性を持つか検証する。ݔ ؒ 0の範囲として
െଵଶ ൏ ݔ ൏
ଵ
ଶ ሺൌ 0.5ሻを仮定する。ݔ௜ ؒ 1の範囲はこれに併せて
ଵ






                                                                 
1 証明は例えば[6]を参照。 
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と直せる。ܺ ؒ 1から1 ൅ lnሺܺሻ ؒ ܺなので成り立つ。(証明終わり)  
 
3.3 利用する線形近似の誤差とは 




ଷ ൏ ݔ, ݕ ൏
ଵ
ଶかつ|ݔ| ൏ |ݕ|で、 
ݔଶ ൒ ݔ െ lnሺ1 ൅ ݔሻ ൒ 0かつ|ݔ െ lnሺ1 ൅ ݔሻ| ൏ |ݕ െ lnሺ1 ൅ ݕሻ|となる。 
݀
݀ݔ ሼݔ െ lnሺ1 ൅ ݔሻሽ ൌ െ
ݔ
1 ൅ ݔ ڙ 0 ฻ ݔ ښ 0,  lnሺ1 ൅ 0ሻ ൌ 0,  
0ଶ െ ሼ0 െ lnሺ1 ൅ 0ሻሽ ൌ 0,  ݀݀ݔ ሾݔ
ଶ െ ሼݔ െ lnሺ1 ൅ ݔሻሽሿ ൌ ݔሺ2ݔ ൅ 1ሻݔ ൅ 1 ڙ 0 ฻ ݔ ڙ 0. 
さて、境界では誤差の上限は次のようになる。 
ݔ ൌ 0.5のとき：0.5 െ lnሺ1 ൅ 0.5ሻ ൌ 0.0945ڮ ൏ 0.2,  
ݔ ൌ െ ଵଶのとき：െ
ଵ
ଶ െ ln ቀ1 െ
ଵ
ଶቁ ൌ 0.1931ڮ ൏ 0.2, 
このため、െଵଶ ൏ ݔ ൏
ଵ











し、   ,
102




































i xxxaxaxx ii   
となる。ߙ௜ሺ൐ 0ሻは計 1 より݊ ൑ 10௠で、通常10௠より十分小さい。加重相加平均の有効桁数に
関する右辺第 2,3 項は 











































 以降は݊が残る原因となる比重ܽ௜とߙ௜の違いを外し、ߙ௜ ൌ ܽ௜の場合だけに絞って考える。ߙ௜は







൑ 12 · 10௠෍ܽ௜
௡
௜ୀଵ
ൌ 12 · 10௠, 















 以上を基にして、ݔ௜と 1 との誤差絶対値をε௜ ؔ |ݔ௜ െ 1|ሺ൒ 0ሻとし、ܺと 1 との誤差絶対値を
ߝ ؔ |ܺ െ 1|ሺ൒ 0ሻとする。  i
i
max となる。検証すべきは加重相乗平均と加重相加平均の差が
どの程度で押さえられるかであり、誤差の最大値の 2 乗の 2 倍で押さえられると示す。まず、 
2
3 ൏ ݔ௜ ൏
3
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となる。ここで変動幅が小数第 m 位未満とは、小数第 m 位までしか有効数字が無いときには 1
と違わないことを意味するものとする。小数第 m 位未満のずれの場合（ 0m では整数位まで）、

























表 1 誤差上限と 1に対する有効数字桁数 
基の誤差上限 近似公式との差の上限 その差 
50%(整数位) 50%(整数位) 同じ 
約 33%(整数位) 約 22%(整数位) 同じ 
15%(整数位) 4.5%(小数第 1 位) -1 桁 
10%(整数位) 2%(小数第 1 位) -1 桁 
5%(小数第 1 位) 0.5%(小数第 2 位) -1 桁 
1.5%(小数第 1 位) 0.045%(小数第 3 位) -2 桁 
1%(小数第 1 位) 0.02%(小数第 3 位) -2 桁 
0.5%(小数第 2 位) 0.005%(小数第 4 位) -2 桁 
0.15%(小数第 2 位) 0.00045%(小数第 5 位) -3 桁 
0.1%(小数第 2 位) 0.0002%(小数第 5 位) -3 桁 
0.05%(小数第 3 位) 0.00005%(小数第 6 位) -3 桁 
 























































というように、2 つの誤差の「差」で扱えるからである。  
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4．応用例：実効為替レート 
 
4.1 近似具合の数値例：USA 大統領選での Mex$変動 
 近似具合を見る上で、[5]で取り上げた、発表者が 2016 年度の国際経済論 2 小テスト#1 再試




第ݐ期のある通貨と他の通貨݅ሺ݅ ൌ 1,2,ڮ , ݊ሻとの間での為替レートを ௜ܵ௧（名目でも実質でも設






















今通貨は Mex$(ペソ)の他は US$、€、UK￡、日本円だけとする。2016 年 11/8⇒11/9 の間に





表 2 Mex$との名目為替レートと比重2 
 US$1.-= €1.-= 1 円= UK￡1.-= 
11/8 Mex$18.3 Mex$20.2 Mex$0.174 Mex$22.7 
11/9 Mex$20.4 Mex$22.9 Mex$0.199 Mex$25.5 
比重 57.0% 21.0% 14.0% 8.00% 
  
                                                                 
2 本来、比重は貿易量から算出する必要があるが、ここでは通貨の交換量などを基準に算出している。 















表 3 各通貨の変動比率とその相乗平均比 
 US$ € 日本円 UK￡ 
変動比率 1.114754 1.133663 1.143678 1.123348
割合 0.987193 1.003938 1.012807 0.994803
1 との差 0.012807 -0.003938 -0.012807 0.005197
 
各通貨の変動比率は最大と最小の相加平均（約 1.129216）から約 1.28%以内のずれしかなく、
これで基準化して近似公式を当てはめることによる誤差の上限は（2 乗の 2 倍の）約 0.0328%
となる。最大と最小との相加平均の水準をかけて、実際に近似公式を当てはめることによる誤
差の上限は 0.000370…となる。有効数字上は上 3 桁を最低でも確保し、上 4 桁目も完全確保こ
そ保証できないものの、真の値に対しおよその推測が可能な段階に至る。  
今回の近似計算での名目実効為替レートの近似値は 
0.570 · 20.418.3 ൅ 0.210 ·
22.9
20.2 ൅ 0.140 ·
0.199
0.174 ൅ 0.0800 ·
25.5
22.7 ؒ 1.123461ڮ, 
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5．応用例：時間変化率（成長率・上昇率）平均 
 
5.1 応用例その 2：変化率（成長率・上昇率）の平均 
 他の応用例も考えられる。GDP などの時間変化率（成長率・上昇率）は基本的に数%の範囲
内であり、今回の例に該当する。݅ ൌ 1,2,ڮ , ݊において݃௜を第݅期の時間変化率（成長率・上昇率）
とすると、その平均 ҧ݃について、概算としては 




















 数値例として発表者が 2016 年度の国際経済とデータ分析基礎で取り上げた数値を取り上げ
る4。あるバイトリーダーは 5 か月の間に時給が 2000 円⇒2208 円へと変化したとする。1 か月
あたりの平均的な時給上昇率は本来、相乗平均から求める必要があるので、 
ඨ22082000
ఱ െ 1 ൌ 0.019985ڮ ؒ 0.01999, 
となるので、約 1.999%（要は 2%位）となるが、通常の電卓で 5 乗根は計算できず、手計算で
も 5 乗根を計算させることは困難となる。今回の近似計算方法だと 
変化後の値െ変化前の値
期数 ൈ変化前の値 , 
と計算できる。計算すると 
                                                                 
4 数値はあえて綺麗な数字にしてある。 
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2208 െ 2000
5 ൈ 2000 ൌ 0.0208ቌ൐ ඨ
2208
2000
ఱ െ 1ቍ, 
となって、2.08%と計算できる。この近似計算も加減乗除の範囲内で計算できるものである。
実際には相加平均は相乗平均より少し大きくなる訳なので、端数を削って約 2%として本当に
は 2000 円から 5 か月で幾つになるか見ると、 
2000 ൈ ሺ1 ൅ 0.02ሻହ ൌ 2208.1616064 ؒ 2208, 





5.3 数値例：名目水準の支出側での GDP の平均成長率 
 [7]によると、1994 年度には 502.3827 兆円であった支出側での名目 GDP は 2015 年度には
532.1914兆円であり、その 21年間の成長率(%)はそれぞれ 2.9, 2.3, 0.8, -1.3, -0.8, 1.3, -1.8, -0.8, 0.7, 
0.5, 0.9, 0.7, 0.3, -4.1, -3.4, 1.4, -1.1, 0.2, 2.6, 2.1, 2.8 とされている。水準から直接相乗平均を計算
するとその平均成長率は 0.0027485…から約 0.275%と分かる。示されている各成長率から平均
成長率を求めることを考える。 
 相乗平均から 21 年間の平均成長率を求めると 0.0027772…から約 0.278%と分かる（実際の水
準との差は約 0.003%）。相加平均を計算すると 0.0029523…から（相乗平均よりやや高い）約
0.295%となる。相乗平均との差は約 0.017%となる。与えられている各成長率の表示が百分率(%)
での小数第 1 位までなので、相加平均・相乗平均共に平均成長率は約 0.3%と近似ができている
ことが分かる。 
 なお線形近似ではなくより近似精度の高い 2 次近似を扱う場合、第 2-3 節の記号を準用して










































i xaaxxaaxax i ≒  
と書ける。今回で計算すると 0.0027782…から約 0.278%となり、水準から直接求めた場合と各
成長率での相乗平均との誤差の範囲内に収まっている。 







している実質実効為替レートの計算でも 2 桁以内が多い。 





























 一時的ならば PC 室の一時利用で対処可能との指摘が出る可能性もある。ここについては、
PC 室の収容能力の問題が指摘できる。国際金融の講義などは通常の講義になるので、少人数の


























                                                                 
5 この点は実際に学生からの意見で出てきたものである。 
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